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UNIDAD 9. ESPACIO EUCLÍDEO. 





IES LA BAHIA 


1. Perpendicularidad. Espacio Euclídeo. 


Se denomina Espacio Euclídeo al Espacio Afín dotado del producto escalar de vectores de R8. 


Un sistema de referencia ortonormal es el conjunto formado por un punto fijo O llamado 
origen y una base ortonormal de vectores de R3. Se representa por (0; i,j,k ). 


2. Distancias. 


2.1. Distancia entre dos puntos 


La distancia entre dos puntos P y Q coincide con el módulo del vector PQ : d(P,Q) = PQ] 


Ejemplo: para calcular la distancia entre los puntos P(1, 3, —1) y Q(5, —2, 7), primero se calcula 


el vector PQ = (4,-5,8) y después d(P,Q) = 442 +(-5)? +8? = V16 +25 +64 =/105 


2.2. Distancia entre un punto y un plano 


La distancia entre un punto P y un plano 7q es, por definición, la distancia entre P y Q, donde 
el punto Q es el punto de corte del plano v con la recta perpendicular an que pasa por P. 

En la práctica se suele utilizar el siguiente resultado: si el punto P tiene coordenadas 

P(p;, P2, p3) y el plano q tiene por ecuación t = Ax+By+CUz+D=0, entonces: 


An +B- p +C- p3 +D] 


d(P, 1) = 
yA? + B2 + C2 


Ejemplo: la distancia entre el punto P(1, 3, —1) y el plano T=5x-2y+4z-7=0 es igual a 


p1-2-9+4-D-7_ 56-419 19 12 4 485 


52 + (27 +42 /25+4+16 445 3/5 v5 5 


d(P, 7) = 





2.3. Distancia entre dos planos paralelos 


La distancia entre dos planos paralelos nı y m2 es igual a la distancia entre un punto 


cualquiera de uno de los planos, y el otro plano: d(r,, t2) =d(P,1,) donde P € m2 


Ejemplo: para calcular la distancia entre m =x-2y+3z-1=0, t =3x-—6y+9z-9=0 
se elige un punto P (1, —1, 0) € ma 
1-1-2-(-1)+8-0-1 14+2-1 2 
TER (EN A A o Ls A PR E 
JL + (22)? +32 V1+4+9 vVi4 v4 14 
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2.4. Distancia entre una recta y un plano paralelos 
La distancia entre una recta r y un plano r paralelos es igual a la distancia entre un punto 


cualquiera de la recta y el plano: d(r,n)=d(P,xn) dondeP €r 


Ejemplo: para calcular la distancia entre T=x-2y+83z-1=0 y r= ES ~ z2 z 2 = 2 A 2 





se elige un punto P (5, 2,—3) € r 
_[1-5-2-2+3-(3)-11_ 5-4-9-1} __9 _ 9x14 


112 +(-2)2 +32 J1+4+9 v14 TE 14 





d(r, x) =d(P, x) 


2.5. Distancia entre un punto y una recta 


La distancia entre un punto P y una recta r es, por definición, la distancia entre P y Q, donde 
el punto Q es el punto de corte de la recta r con el plano perpendicular a dicha recta que pasa 
por el punto P. 


En la práctica se suele utilizar el siguiente resultado: si A es un punto cualquiera de r y el 
[AB A 5 


P| 





vector v es un vector de dirección de r, entonces: d(P,r)= 


x+1 AE z+5 
1 2 -1 
se elige un punto A (—1, —2, —5) € r y un vector de dirección v = (1, 2, —1) de r 





Ejemplo: para calcular la distancia entre P (3, 4, 5) y r= 





APAS] [4,6,10)-(1,2,-1)] (226,14, 2] _ V26)? +14? + 2? E 
de y -2% AAA AA AAA NES 1146 
a (2,1) La ren? 





2.6. Distancia entre dos rectas paralelas 


La distancia entre dos rectas paralelas r y s paralelas es igual a la distancia entre un punto 
cualquiera de una de las rectas, y la otra recta: d(r,s)=d(P,r) donde P € s 


x+] y+2 z+5 x-1 y+1 z-2 
koa cpe AS 
se elige un punto cualquiera de la recta s, por ejemplo, P (1, —1, 2) 


Ejemplo: para calcular la distancia entre r= 

















Ahora se calcula d(P, r) como en el apartado 2.5 


Se elige un punto A 1, —2, —5) € r y un vector de dirección V =(1,2,-1) de r 





le (210,020 (15:99. [CUPO T . (105 


F (1, 2, -1) (1,2-D]  12+22+(-1)2 v6 2 
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2.7. Distancia entre dos rectas que se cruzan 


La distancia entre dos rectas r y s que se cruzan es, por definición, la distancia entre el plano 
paralelo a la recta s que contiene a la recta r, y el plano paralelo a la recta r que contiene a la 
recta s. 


En la práctica se suele utilizar el siguiente resultado: 


Dados P un punto cualquiera der y ú un vector de dirección de r 


Q un punto cualquiera des y v un vector de dirección de s, se tiene que: 
[ ü, v, PG] 
ü A v| 


d(r, s) = 


(Esta fórmula se deduce del hecho de que ú, v, PQ determinan un paralelepípedo cuya 
altura es la distancia pedida). 








x=1-3t 
Ejemplo: para calcular la distancia entre las rectas r=:+y=2+t , s= — e a 2 2 = 
z=1+2t 
se eligen P (1, 2, 1) € r, úu=(-3,1,2) como dirección de r 
Q (3, 2, —1) € s, V = (-1, 2, 0) como dirección de s PQ = (2, 0, — 2) 
-31 2 
Kaa -1 2 0 
e las PQ] |2 0-4 H _2_2 25 
[av i j k| (64-25) Yes 3/5 15 
-3 1 2 
-1 2 0 
3. Ángulos. 


3.1. Ángulo formado por dos rectas 


Sean ü, v vectores de dirección de dos rectas r, s respectivamente. El ángulo a. formado 





uevy 
entre dichas rectas se despeja de: cosa = cos(ú, v)| = e 
alv 
x=2-t 
Ejemplo: para hallar el ángulo formado por r=:y=3t ,s= E = A = 2 se eligen: 
z=4 
ú = (-1, 3,0) como vector de dirección de r 
v = (-3, 6,5) como vector de dirección de s 
-1) -(23)+3:-6+0-5 
Cos al = cos(ú, v) = K pes) | al al > az37 


JC +32 +02 -J32 +6245? VIO- V70 1047 
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3.2. Ángulo formado por dos planos 


Sean ři}, tig los vectores normales a dos planos nı y n2 respectivamente. El ángulo a 


lñ; e ñol 





formado entre dichas planos se despeja de: cosa = cos(ñ,, ña )| Z F | E | 
n| Ms 

Ejemplo: para hallar el ángulo formado por m; =x-3y+Z-2=0, Tt, =2x+5y-Zz+7=0, se 
eligen: ñ; = (1,-3,1) como vector normal a mn 


ña = (2, 5,— 1) como vector normal a n2 


1-2+(-3)-5+1-(-1)] 14 14 


cosa = [cos(u, V) = = AA 
| | J +3)? +12 -422 +52 +(-1)2 11-430 4330 


> az40° 





3.3. Ángulo formado por una recta y un plano 


Sean ú un vector director de una recta r , ñ el vector normal a un plano 1, respectivamente. 


uen 
El ángulo a formado entre la recta y el plano se despeja de: sena = cos(ú, ñ)] = TH 
ül- n 
: > x y-1_z : 
Ejemplo: para hallar el ángulo formado por r = a = E = 0? T=3x-y+5z-4=0, se eligen: 
ú = (1,1, 0) como vector de dirección de r 
ñ = (3, -1,5) como vector normal a 7 
1-3+1-(1)+0-5] Y 2 


= > Qa=l4" 


sena = |cos(ŭ, 5) = >>> = —— m == 
Ena] V12 +12 +02 -432 +(=1)2 +52? 42-435 V70 








4. Areas y volúmenes. 





4.1. Área de un paralelogramo 


El área de un paralelogramo de vértices A, B, C, D es igual al módulo del producto vectorial de 
los vectores AB y AC: Área=|ABAAC 





Demostración: Base del paralelogramo = [AB] Altura del paralelogramo = [AC] . sen(AB, AC) 





Área del paralelogramo = base : altura = AB . AC. sen(AB, AG) = [AB A AG 


Ejemplo: el área del paralelogramo de vértices A(2, 1, —1), B(3, —1, 2), C(4, 2, 0), D(3, 5, 4) 





se calcula así: Área = [AB A AC =[(,-2,3) 1 (2,1,1)|=[(E5, 5, 5) = /25+25+25 = 4/75 
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4.2. Área de un triángulo 


El área de un triángulo de vértices A, B, C es igual a la mitad del módulo del producto 


vectorial de los vectores AB y AC: Área = AB A AC 
Ejemplo: el área del triángulo de vértices A(1, 0, 1), BC, 4, -3), C(1, 2, —1), se calcula así: 


SAB a AC|= 2e, 4-4) (9, 2,-2)=3-[0,-4,-4)= 7 V0+16+1 => 132 =24/2 


4.3. Volumen de un paralelepípedo 


Un paralelepípedo es un cuerpo geométrico limitado por seis paralelogramos, paralelos dos a 


dos. 


El volumen de un paralelepípedo de vértices A, B, C, D es igual al valor absoluto del producto 





mixto de los vectores AB, AG y AD: Volumen = [AB, AC, AD]= det(AB, AC, AD) 


Ejemplo: el volumen del paralelepípedo de vértices A(1, 1, 1), B(6, 0, 0), C(0, 3, 0), D(0, O, —6) 


5 -1 -1 
se calcula así: Volumen = [AB, AC, AD] = e 2 =} =|-70 -1-1-2-5 +7|=72 
-1 -1 -7 


4.4. Volumen de un tetraedro 


Un tetraedro es un poliedro regular cuyas caras son cuatro triángulos equiláteros. 
El volumen de un tetraedro de vértices A, B, C, D es la sexta parte del valor absoluto del 


producto mixto de los vectores AB, AC y AD: 
Volumen = 5 [AB, AC, AB] = A [det(AB, AG, AD) 





Ejemplo: el volumen del tetraedro de vértices A(0, 1, 0), B(3, 0, 5), C(0, 0, 4), D(2, 3, 0) 


3-1 5 
se calcula así: Volumen = =-[AB, AC, AD] ==-0 -1 4 = .0-8+0+10-24 === 
2 2 0 
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